1.1 Funkce'

V Zivoté se bézné setkdvame se vztahem zavislosti mezi riznymi proménnymi.
Takovym vztahem zavislosti mtize byt napfiklad cena akciového titulu v zavislosti na
Case nebo teplota v mistnosti v zavislosti na mnozstvi dodaného tepla. Funkéni zavislost
je nejvyznamngj$im typem zavislosti. Matematickym modelem funk¢ni zavislosti je
pojem funkece.

Funkce f je predpis, ktery kazdému Cislu x € D pfitazuje prave jedno realné cislo
y € H. Poté piSeme: y = f(x), kde x nazyvdme nezavisle proménnou (argumentem
funkce) a y zavisle proménnou (funk¢éni hodnotou). MnoZina D se nazyva definiéni
obor funkce a znaci se D(f). MnoZina H se nazyva obor hodnot funkce a znaci se H(f).

Defini¢ni obor funkce y = f(x) pfedstavuje mnozinu vSech realnych ¢&isel, pro
kterou ma dana funkce smysl (pokud pii zadavani funkce neni uvedeno jinak).
V tabulce ¢islo 1 jsou uvedeny omezujici podminky nejcastéji frekventovanych funkci.

Obor hodnot funkce y = f(x) piedstavuje mnozinu ¢isel, ke kterym existuje x € D(f)

Tab. 1: Omezujici funkce defini¢niho oboru

Funkce Podminka
Citatel
W Jjmenovatel # 0
Vx,kde (mn % 2) =0 x>0
log,(x) x>0
arcsin(x) -1<x<1
arccos(x) -1<x<1
tg(x) x#-+knk €Z
cotg(x) x+kmkeZ

1V tomto textu se pojmem funkce uvazuje funkce jedné proménné



Funkce mize byt zadana n¢kolika zptisoby, obvykle:

¢ Rovnici - nejcastéjsi zptsob zapisu.

e Slovnim piedpisem - pro popis funkce mize byt vyuzito i slovni vyjadieni.
Napriklad: kazdému redlnému cCislu x je ptifazen jeho dvojndsobek nebo
naklady za dopravu jsou dany sou¢inem poctu ujetych kilometri a
kilometrovym sazebnikem.

e Tabulkou - zname hodnoty funkce pro né€kolik hodnot argumentu funkce, ale
nemame dany hodnoty funkce pro jiné nezadané hodnoty argumentu (Casty
ptipad pfi empirickych vyzkumech, tabulky mohou byt dile zpracovany
naptiklad prostfedky regresni analyzy, pomoci numerickych metod atd.).

e Graficky - je patrny vyvoj jednotlivych hodnot, ale nelze urcit piesnou
hodnotu v konkrétnim bodé.

Graf funkce f je mnoZina vSech bodd vroviné xy (tzv. kartézskd soustava

soufadnic?) o soufadnicich [x;f(x)].

1.1.1 Z&kladni vlastnosti

1 Sudost a lichost
Funkce f je suda, jestlize pro kazdé x € D(f) plati f(x) = f(—x).
Funkce f je lichd, jestlize pro kazdé x € D(f) plati f(—x) = —f (x).
Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku
soustavy soufadnic.
2 Monoténnost
Necht je dana funkce f, M € D(f) a pro kazdé dva prvky x;, x, € M plati x; < x,.
Funkce f je rostouci na mnozin¢ M, jestlize plati f(x1) < f(xy).
Funkce f je klesajici na mnoziné M, jestlize plati f(x1) > f(x;).
Funkce f je nerostouci na mnozing M, jestlize plati f (x;) = f(x,).
Funkce f je neklesajici na mnozin¢ M, jestlize plati f(x1) < f(x5).
Je-li funkce f neklesajici nebo nerostouci na celém svém intervalu, oznacujeme ji jako

monotdénni.

2 Vice informaci o soustavach soufadnic lze nalézt napf. na internetové strance
http://home.zcu.cz/~lavicka/subjects/GVS/texty/L1_soustavy_ souradnic.pdf



Je-li funkce f rostouci nebo klesajici na celém svém intervalu, oznacujeme ji jako ryze
monotonni.

3 Ohranicenost
Funkce f je ohraniena shora, jestlize existuje takové Cislo H, ze pro vSechna x €
D(f) plati f(x) < H.
Funkce f je ohrani¢ena zdola, jestlize existuje takové ¢islo H, Ze pro vSechna x € D(f)
plati f(x) > H.
Je-li funkce f ohranicena shora i zdola, oznacujeme ji jako ohranic¢enou.
Neni-li funkce f ohraniena shora ani zdola oznac¢ujeme ji jako neohranicenou.

4 Periodi¢nost
Funkce f je periodickd s periodou p, jestlize defini¢ni obor obsahuje s kazdym bodem
x také bod x + p, kde p > 0 aplati f(x +p) = f(x).

5 Prosta funkce
Funkce f je oznaGovana jako prosta, jestlize pro dvé libovolna &isla xq,x, € D(f),

pf‘léemi X1 F Xy, platf f(xl) * f(xZ).

1.1.2 Aritmetické operace

Funkce muZeme scitat, od¢itat, nasobit a délit. Aritmetické operace funkci f a g
se definuji a znaci takto [x € D(f)]:
(f +9)(x) = f(x) + g(x),
(f =9)(x) = f(x) — g(x),
(fg) () = fx)g(x),

(
L =15 g =0

1.1.3 Inverzni funkce

Funkce f~1, ktera kazdému y € H(f)pritazuje x € D(f), pro které plati
y = f(x), za podminky, Ze funkce f je prost4, se nazyva funkce inverzni k funkci f.
Podminka prosté funkce je postacujici podminkou k tomu, aby obrécena zavislost x na
y byla zavislosti funk¢ni.

Grafy funkci f a f~! jsou soumérné podle osy prvniho a tfettho kvadrantu. Plati:

D(f D) =H()aH(f™") =D(f).



1.1.4 Z&kladni elementarni funkce

V tomto odstavci je uveden pichled nejcastéji uzivanych funkci v ekonomicke
praxi.
1 Konstantni funkce
Konstantni funkce je funkce, kterd kazdému x € R ptifazuje konstantni realné ¢islo c.
Zapisujeme ji ve tvaru y = f(x) = c. Jejim grafem je ptimka rovnob&zna s 0sou x.

Na obrazku ¢&islo 2 je graf konstantni funkce y = f(x) = 1.

Obr. 1: Konstantni funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

2 Obecna mocnina
Obecnou mocninou funkci je nazyvédna funkce ve tvaru y = f(x) = x™, kde n € R,
n # 0 a x € (0; ). Defini¢ni obor, obor hodnot a vlastnosti obecné mocninné funkce
zavisi na hodnot€ exponentu n. U néktery typti mocninnych funkci lze rozsitit definicni

obor 0 zaporna ¢isla, pfipadné o nulu.

Na obréazku ¢islo 3 a 4 jsou pro nazornost uvedeny grafy mocninnych funkci
zpracovanych v Maple.

Piedpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku &islo 3: y = f(x) = x2,y = f(x) = x3
ay = f(x) =Vx.

Predpisy funkei, jejichz grafy jsou na obrazku ¢islo 4: y = f(x) = % ay=f(x)= L

x2'
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Obr. 2: Mocninné funkce Obr. 3: Mocninné funkce
(Zdroj: vlastni zpracovani v Maple) (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

3 Linearni funkce
Linearni funkce je polynomicka funkce 1. stupné. Zapisujeme ji ve tvaru y = f(x) =
ax + b, kde a,b € R a a # 0. Grafem linearni funkce je pfimka. Cislo a urcuje sklon
ptimky, nazyva se téZ smérnici piimky.
Na obrazku ¢&islo 5 jsou grafy lineérnich funkciy = f(x) =xay = f(x) = x + 2.

3

Obr. 4: Linearni funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

4 Kvadraticka funkce
Kvadraticka funkce je polynomicka funkce 2. stupné. Zapisujeme ji ve tvaru
y=f(x)=ax?>+bx+c, kde a,b,c €R,a+ 0. Grafem kvadratické funkce je
parabola.
Na obrazku &islo 6 jsou grafy kvadratickych funkci y = f(x) = x2, y = f(x) = 2x?,
y=f0)=—-x*ay=f(x)=-2x*
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Obr. 5: Kvadratické funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

5 Exponencialni funkce
Exponencialni funkci zapisujeme ve tvaru y = f(x) = a*, kdea > 0,a # 1. Proa > 1
je funkce rostouci na celém defini¢nim oboru, pro 0 < a < 1 je funkci Kklesajici na
celém defini¢nim oboru. Hodnotu a nazyvame zaklad. Casto pouZivany je pfirozeny
zéklad e = 2,7.
Na obrazku ¢islo 7 jsou zobrazeny grafy exponencidlnich funkci y = f(x) = 2* a
y = f(x) = 0,5%.

Obr. 6: Exponencidlni funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

6 Logaritmicka funkce
Funkce y = f(x) = log,x, kde a > 0,a # 1 se nazyva logaritmickéa funkce o zékladu
a. Logaritmicka funkce ptifazuje kazdému ¢islu x > 0 takovou hodnotu y, pro kterou
plati x = a¥. Pokud a = e, mluvime o ptirozeném logaritmu. Pokud a = 10, mluvime

o0 dekadickém logaritmu. Logaritmicka funkce je inverzni k funkci exponencialni.



Na obrazku ¢islo 8 jsou zobrazeny grafy logaritmickych funkci y = f(x) = Inifx) a
y = f(x) = logix).

|—_1 = |nixi ¥ -I-:gJ:|

Obr. 7: Logaritmické funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

7 Goniometricke funkce
M¢jme jednotkovou kruznici (Kruznice spolomérem r = 1) se stfedem v pocatku
soufadnic a polopiimku vedenou z bodu [0; 0], kterd svira s kladnym smérem osy x
Uhel a. Jako A oznaéme vznikly priseéik této poloptimky a kruZnice.
Prvni soufadnici bodu A oznac¢ime cos x, timto zpusobem je definovana funkce
Druhou soufadnici bodu A oznacime sinx, timto zplGsobem je definovana funkce

y = f(x) = sin x (sinus).

sin x

Funkce tangens je definovéna vztahem tg x = f(x) = pro cosx # 0.

cos x'

Funkce kotangens je definovana vztahem cotg x = f(x) = % pro sin x # 0.

Na obrazku ¢islo 9 a 10 jsou grafy goniometrickych funkci v zakladnim tvaru.

Piedpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku &islo 9: y = f(x) =sin(x) a y =
f(x) = cosifix). Predpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku &islo 10: y = f(x) =
tg(x)ay = f(x) = cotg(x).
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Obr. 8: Gon. funkce

Obr. 9: Gon. Funkce

(Zdroj: vlastni zpracovani v Maple) (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

8 Cyklometrické funkce

Cyklometricke funkce jsou funkce inverzni k funkcim goniometrickym.

Funkce y = f(x) = arcsinx (arkus sinus) pfifazuje kazdému ¢islu x €< —1;1 >
Cislo y €< —7;= >, pro které plati sin y = x.

Funkce y = f(x) = arccos x (arkus kosinus) pfifazuje kazdému ¢islu x € < —1;1 >
Cislo y €< 0; 7 >, pro které plati cosy = x.

Funkce y = f(x) = arctg x (arkus tangens) pfifazuje kazdému &islu x € (—o0; )
Eislo y € (=7;7), pro které plati tgy = x.

Funkce y = f(x) = arctg x (arkus kotangens) pfitazuje kazdému ¢islu x € (—oo; 0)
Cislo y € (0; 7), pro které plati cotgy = x.

Na obrazku ¢islo 11 a 12 jsou grafy cyklometrickych funkci v zdkladnim tvaru.
Predpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku cislo 11: y = f(x) = arcsinifx) a
y = f(x) = arccos(x). Predpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku ¢islo 12:
y = f(x) = arctg(x) ay = f(x) = arccotg(x).



S
A T 1 ™
SR : o 57 e
5 -1 x
{
|— p= arl:sinl.-'-'} - y= um:lsn'x'l| |__1 -a-r.*;:th-'l., : 1 -ms@'xﬂ
Obr. 10: Cyklometrické funkce Obr. 11: Cyklometrické funkce
(Zdroj: vlastni zpracovani v Maple) (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

1.1.5 Transformace elementarnich funkci

V nésledujicim odstavci je popsano, jak se zméni graf funkce v piipadé, ze se
Castecné zméni funkéni piedpis (tj. zména podle jistych pravidel).
Predpokladejme, Ze zname graf funkce y = f(x),ca k €R, ¢ >0,k # 0.
o Piicteni ¢isla k hodnoté funkce - graf nové funkce y = f(x) + ¢ vznikne
posunutim grafu y = f(x) o ¢ jednotek nahoru (ve sméru osy y).
e Odeéteni ¢isla od hodnoty funkce - graf nové funkce y = f(x) — ¢ vznikne
posunutim grafu y = f(x) o ¢ jednotek doli (ve sméru osy y).
Na obrazku &islo 13 je ukézka zminénych posunii grafu funkce y = f(x) = x2.

Predpisy posunutych funkci: y = f(x) = x> +2ay = f(x) = x? — 2.

et ymrt el J-x'-ll

Obr. 12: Transformace funkci (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)



e Piiéteni &isla k argumentu funkce - graf nové funkce y = f(x + ¢) vznikne
posunutim grafu y = f(x) o c jednotek doleva (ve sméru osy x).
e Odeéteni ¢&isla od argumentu funkce - graf nové funkce y = f(x + c)
vznikne posunutim grafu y = f(x) o ¢ jednotek doprava (ve sméru osy x).
Na obrazku ¢&islo 14 jsou zachyceny zminéné posuny grafu funkce y = f(x) = x2.
Piedpisy posunutych funkci: y = f(x) = (x + 2)? ay = f(x) = (x — 2)2.

Obr. 13: Transformace funkci (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

e Vynasobeni hodnoty funkce ¢&islem - graf nové funkce y =k * f(x)
vznikne:
k-nasobnym protazenim funkce y = f(x) ve sméru osy y, jestlize k > 1.
k-nasobnym zuzenim funkce y = f(x) ve sméru osy y, jestlize 0 < k < 1.
preklopenim grafu funkce y = f(x) podle osy x, jestlize k < 0 a zaroven k-
nasobnym protazenim ve sméru osy y, jestlize k < —1 nebo k-ndsobnym

z(zenim ve sméru osy y, jestlize —1 < k < 0.

Na obrazku ¢islo 15 a 16 jsou zachyceny zminéné zmény proporcionality grafu funkce
y = f(x) = sinx. Predpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku &islo 15: y = f(x) =
2sinffx) ay=f(x)= %sin(x). Ptedpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku ¢islo

16:y = f(x) = —2sinffx) ay = f(x) = —%sin(x).
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Obr. 14: Transformace funkci Obr. 15: Transformace funkci
(Zdroj: vlastni zpracovani v Maple) (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

e Vynasobeni hodnoty argumentu funkce - graf nové funkce y = f(k * x)
vznikne:
k-nasobnym zuzenim funkce y = f(x) ve sméru osy x, jestlize k > 1.
k-nasobnym roztaZzenim funkce y = f(x) ve sméru osy x, jestlize
0<k<1.
preklopenim grafu funkce y = f(x) podle osy y, jestlize k < 0 a zaroven k-
nasobnym z(zenim ve sméru osy x, jestlize k < —1 nebo k-ndsobnym
roztazenim ve smeru oSy x, jestlize —1 < k < 0.
Na obrazku ¢islo 17 a 18 jsou zachyceny zminéné zmény proporcionality grafu funkce
y = f(x) = sinx. Predpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku &islo 17: y = f(x) =
sinff2x) ay = f(x) = sini?ﬁ% x). Piedpisy funkci, jejichz grafy jsou na obrazku cislo

18:y = f(x) = sinf—-2x) ay = f(x) = sini?@—%x).
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Obr. 16: Transformace funkci Obr. 17: Transformace funkci

(Zdroj: vlastni zpracovani v Maple) (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)



e Absolutni hodnota funkce - pro x, pro ktera plati f(x) = 0, jsou grafy funkci
f(x) a |f(x)| shodné. Pro x, pro ktera plati f(x) < 0, jsou grafy funkci f(x) a
|f(x)| soumérné podle osy x.

Na obrazku ¢&islo 19 jsou grafy funkciy = f(x) =xay = f(x) = |x| .

——y=x = |

Obr. 18: Absolutni hodnota funkce (Zdroj: vlastni zpracovani v Maple)

1.1.6 Limita funkce

Limita charakterizuje chovani funkce v blizkém okoli ur¢itého bodu, bez ohledu
na to, jestli je nebo neni v daném bod¢ funkce definovana.

Funkce f(x) ma v bodé x, limitu A, jestlize k jakémukoliv ¢islu € > 0 existuje
takové ¢islo § > 0, Ze pro viechna x € § okoli bodu x,, z n¢hoz vyjmeme bod x,, tj.
x #xy , je |[f(x)—A| <e, a znatime lim,_,, f(x) = A. Rikdme, ze jde o vlastni
limitu ve viastnim bodé. Zjednoduseng lze tici, ze funkce f(x) ma v bodé x, limitu A,
pokud se f(x) lisi od ¢isla A jen velmi malo a je-li x dostate¢né blizké bodu x,,.

Funkce ma v konkrétnim bodé nejvySe jednu limitu - bud’ limita existuje a je
jedind, anebo limita funkce neexistuje.

Limita funkce se mize vypocitat prostym dosazenim za x bod x, Vv piipadé, je-li
funkce f funkci elementarni a bod x; vnitinim bodem defini¢niho oboru funkce f.
Limita respektuje aritmetické operace s funkcemi.

Dulezité vzorce pii pocitani limit (tzv. zndmé limity):

lim,_,q % =1,

. 1—cos x
lim,_, — = 0,

. e¥—1
lim,_, - =1,




tg x

limx_>0 = 1,

x
In(1+x) 1

lim,_,

Funkce f(x) m& vbodé x, nevlastni limitu +oco (—0), jestlize k libovolné
velkému ¢islu K > 0 (K < 0) existuje takové ¢islo § > 0, Ze pro viechna x €§
okoli bodu x,, pro néhoz vyjmeme bod xg, tj. x # x5, je f(x) > K (f(x) <K).
Rikame, Ze jde o neviastni limitu ve vlastnim bodé a piseme:

lim, .5, £(x) = +00 (lim, ., £ (x) = —o0).

Funkce f(x) ma v nevlastnim bodé +oco (—o0) limitu A, jestlize ke kazdému ¢islu
€ > 0 existuje takové Cislo K > 0, Ze pro vSechna x > K (x < —K) plati |f(x) — A| <
e. Rikame, ze jde o limitu Vneviastnim bodé a piseme: lim,.,  f(x) =4
(limy, o, f(x) = A).

Dutlezité vzorce pii po€itani nevlastnich limit:

lim, .. k = k, kde k je konstanta;
lim,_,, x = oo, lim,_,_, x = —o0;
lim,, o % =0, lim,__ % =0,
lim, _,, a* = oo;

lim, _,, logx = oo;

lim, ., (1+2)% =e.

V piipad¢, ze v definici limity nahradime pojem ryzi § okoli pojmem levé (pravé)
ryzi & okoli, dostaneme definici limity zleva (zprava). Rikame, Ze jde o jednostranné
limity a piSeme: lim,_,; f(x) = 4 (lim,_,,.+ f (x) = 4).

Limita funkce f(x) vbodé x, existuje a je rovna A, pokud lim,_,; f(x) =

lim, .+ f(x).

1.1.7 Asymptoty grafu funkce

Asymptota grafu funkce je ptimka, ke které se graf funkce ptiblizuje, vzdalujeme-
li se od pocatku. RozliSujeme dva typy asymptot:

e Asymptota bez smérnice



Pokud plati, ze funkce ma ve vlastnim bodé x, nevlastni limitu zprava nebo

zleva, pak ptimka x = x; je asymptotou bez smérnice grafu funkce y = f(x).
e Asymptota se smérnici

Pokud plati, Ze lim,_,.,(f(x) — (kx + q)) = 0, pak ptimka y = kx + q je

asymptotou se smérnici grafu funkce y = f(x) pro x - —oo.

k= lim (@)

x—too X

q = lim (f(x) - kx)

1.1.8 Spojitost funkce

Funkce y = f(x) se nazyva spojita v bode x,, pokud plati:
1. Funkce je v bod¢ x, definovana.
2. Limita funkce v bod¢ x, je rovna hodnoté funkce v bod¢ x,,.

Funkce je spojitd vintervalu (a;b), pokud je spojita v kazdém bodé tohoto
intervalu. Funkce je spojita v intervalu < a; b >, pokud je spojita v (a; b), v bodé a je
spojita zprava a v bod¢ b je spojita zleva.

Pokud je funkce f spojita na uzavieném intervalu < a; b > a funk¢ni hodnoty
f(a), (b) maji opaénd znaménka, pak na daném intervalu existuje minimalné jeden

nulovy bod funkce f.
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