Integralni pocet funkci jedné proménné

V diferencialnim poétu jsme urcovali derivaci funkce jedné proménné a pomoci ni
vySettovali fadu vlastnosti této funkce. Pro pfipomenuti: derivace ma uplatnéni tam, kde se
zkouma povaha funkénich zavislosti uréitych proménnych (veli¢in), resp. jejich zmén. UZiva
se v matematice, ekonomii, fyzice, ale i v jinych védnich oborech. Pokud funkce popisuje
zavislost proménné y na proménné X, poté jeji derivace predstavuje zavislost rychlosti zmén 'y
na X. Struén¢ uzivatelsky nyni uved’'me teoreticky prehled pro vypocet integrali funkci jedné
proménné vcetné aplikaci na jednoduchych ptikladech.

Stejné jako v diferencialnim poctu je dulezity proces derivovani, tak v integralnim
poctu je dilezity proces integrovani pro studovani zakonitosti déja. Jeho cilem je najit k dané
funkci f takovou funkci F, jejiz derivaci je pravé funkce f. Laicky tedy mizeme fict, Ze

integrovani je opa¢ny proces k derivovani a znazornit na schématu nize.

derivovani . ]
f <« — 1 f
integrovani

Neur¢ity integral

JestliZze pro funkce F a f definované na otevieném intervalu | plati vztah:

F'(x) = f(x) pro kazdé x € I, fikame, ze F je primitivni funkce k funkci f na intervalu 1.
Tato primitivni funkce na intervalu | existuje ke kazdé funkci f, ktera je na daném intervalu
Spojita.

Pro kazdou primitivni funkci F k funkci f na intervalu | plati:

(F(x)+ C) = F (x) = f(x), kde C je libovolné realné &islo.

Z tohoto vztahu vyplyvd mnohoznaénost primitivni funkce - jestlize k funkci f (x)
existuje primitivni funkce F na intervalu I, je takovych funkci nekone¢né mnoho a lisi se
pouze tzv. neur¢itou konstantou C. MnoZina vSech primitivnich funkci F+C k funkci f na
intervalu | se nazyva neurdity integral funkce f. PiSeme:

[ f(x)dx = F(x) + C, kde
[ je integra¢ni znak,
f(x) integrand,

x integracni proménna,



dx diferencidl integra¢ni proménné,
C integra¢ni konstanta (neurcitd konstanta).
Proces integrovani je na rozdil od procesu derivovani velmi slozity. Nasledujici ¢ast
tohoto textu je proto zaméfena pouze na zékladni integraéni metody a zpiisoby integrace.
Nejjednodussim zpisobem vypoctu integralu je pifiméd integrace pomoci vzorcl
prevedenych z derivovani, vlastnosti integralti, specialnich metod a pravidel ¢i uprav

integrandu.

Z&kladni vzorce platné pro integraci elementarnich funkci:
1) [Adx = Ax+C;

2) [« dx=i—+11+C,kde:seR,s¢—1;
3) f%dx=1n|x|+C;

4) [e*dx =e*+C;

5) faxdx=%+6,kde:a>0,a¢1;

6) [sinxdx = —cosx + C;
7) [cosxdx =sinx + C;

8) [——dx = —cotg x + C;

sin?x
9) [—dx=tgx+C;
1 .X .
10)fwdx = arcsin + C;

1

1 x . 1
1) [ gz dx =Sarctg 7+ C; [

1+4x2

dx = arctg x + C;

12)f%dx = In|f(x)| + C.

Pravidla pro integraci souctu, rozdilu a sou¢inu funkce s konstantou (za predpokladu, ze

existuji pfiSlusné primitivni funkce):
13) [(f(x) £ g(x)) dx = [ f(x) dx £ [ g(x) dx;
(Integrél souctu (rozdilu) se rovna souctu (rozdilu) integrali.)
14) [ ¢ = f(x)dx = ¢ * [ f(x)dx, kde ¢ € R.
(Konstantu Ize vytknout pted integral.)



Piiklad: Pomoci zakladnich vzorct a Uprav integrandu vypoctéte zadané integraly:

6+

by =X 4 =X
1) [x dx =7——+C==+C

1 1 . X
2) f\/ﬁdx—fﬁdx—arcsmg+6
Lo (xSdy =X Xt A
3) fxsdx—fx dx=—77+C="7+C=—75+C

2
4) JA-2x)dx=[1dx—[2xdx=x+C - +C=x—x*+C, kde C=C +

+C,
3

1 1 1 x2 x2
5) f(x+;+\/§)dx=fxdx+f; dx + [x2 dx ==+ C +Injx| +C, + 5 +
2

2
+C; =S+ Inlx| + VxS + €, kde € = € + C; + G

10
6) J g dx =In|5x% + 10| +C

30x? _ 1 ¢ 15x7 _ 3
7) fmdx =30 * 15f—5x3+10 dx = 21n|5x3 + 10| + C

8) ftgxdxzfsm—xdxz—f

sin x
dx = —Inificosx |+ C
Cos x COos X

_ 2
9) [2¥dx=—+C

Integrace metodou po ¢astech

Metoda integrace po ¢astech (nazyvana téZ jako per partes) umozhuje integrovat
predevsim nekteré souciny funkci (naptiklad soucin polynomu a logaritmické, goniometrické,
cyklometrické nebo exponencialni funkce). Jestlize funkce u(x) a v(x) maji na intervalu I
spojité derivace, pak na daném intervalu plati:

Ju(x) v (x)dx = u(x) * v(x) — [u'(x) * v(x) dx.

Ve stru¢ném vyjadieni:

fuv'dx =uwv — [u'vdx.

Tato metoda mé smysl pouze v piipadé, pokud umime fesit nové vznikly integral na
pravé strané rovnosti. Je diilezita spravnd volba funkci u a v'. Za nederivovanou funkci (u)
volime Cinitele, ktery neumime integrovat. Pokud umime integrovat oba ¢initele, volime toho

Cinitele, ktery se derivaci vice zjednodusi.



Priklad: metodou po ¢astech vypoctéte zadané integraly:

1) [xe¥dx=|%T%* u:1=x*ex—f1*exdx=X*ex—ex=ex*(x—1)+C
v =e* v=e"

(Umime integrovat oba ¢initele, ovsem funkce u = x se derivaci zjednodusi.)

u=Inx u =-
2) [2Eax = [lnx*x2dx=|, " =1nx*(—%)—fl*(—l)dx=

2 —
x v:xz V= —= x X
x

1 2, 1 x~! 1 1 1
=—*(=Inx) + [x dx—;*(—1nx)+(_—1)+C——*(—1nx)—;+C——;*

X
* (lInx+1)+C

(Funkci In x neumime integrovat, proto jsme ji zvolili za nederivovanou.)

Integrace metodou substituce

vvvvvv

metod pro slozitéjsi integral je metoda substituce.

Substituce typu t = g(x)

Jestlize funkce t = g(x) méa derivaci na intervalu J, zobrazuje ho na interval | a

funkce f(t) je spojita na intervalu I, pak na intervalu J plati:

Jf(g() = g )dx = [ f()dt,

dosadime-li do primitivni funkce na pravé strané t = g(x).

Vypocet probiha podle schématu:

[ o)+ g eoax= |, ' =%

= g (x)dx
Postupujeme nasledovné:

| = ff(t)dt = F(t) +C = F(g() +C.

1) vnitini slozku g(x) funkce f nahradime proménou t (provedeme substituci t = g(x)),
2) diferencujeme pravou a levou stranu substitu¢ni rovnice podle pfislusné proménné,
3) dosadimet = g(x)adx = % do ptvodniho integralu,

4) po nalezeni primitivni funkce F k funkci f vratime do vysledku ptvodni proménou
dosazenim t = g(x).

Pozor: nesmi se misit ob&é proménné za jedinym integracnim znakem.



Priklad: Substitu¢ni metodou vypoctéte zadany integral:
t=5x+7
cos(5x + X = = = J cost— ==sint+ C = =sin(5x+ 7) + C.
(5x +7) dx = | dt = 5dx == C=zsin(5x+7) +C

5
dx ==
5

Substituce typu x = g(t)

Jestlize funkce f(x) je spojita na intervalu I, funkce x = g(t) ma nenulovou derivaci
na intervalu J a zobrazuje ho na interval I, pak na intervalu | plati:
[fCdx = [ f(g(®)) * g (B,
Dosadime-li do primitivni funkce na pravé strané t = g~1(x), kde g je inverzni
funkce k funkci g.
Vypocet probiha podle schématu:

x=g(t)
dx = g (t)dt

Postupujeme analogicky jako u substituce typu t = g(x).

[ fx)dx = | | =[f(g®))*g@®dt=F@)+C=F(g7'(x)) + C.

Priklad: substitu¢ni metodou vypoctéte zadany integral.

x =t?
_r 1 1 1 t
denrr L et =2t dt =2+ [ i dt == 2« Saretg () + C =
x = 2t dt

%arctg (\/2—;) + C.

Integrace racionalnich funkci

Jednd se o integraly typu fg"—((xx))dx, kde P(x) a Q(x) jsou polynomy a n, m jsou

stupné polynomu.

V piipadé, Ze stupenn polynomu P > stupefi polynomu Q (n = m), jedna se o tzv.
neryzi racionalni funkci, kterou lze vzdy vyjadiit délenim ptislusnych polynomu jako soucet
polynomu a tzv. ryzi racionalni funkce.

Ryzi raciondlni funkci, kterou nelze ihned integrovat uZitim vzorct pro integraci
elementarnich funkci, rozlozime na soucet tzv. parcidlnich zlomkii. Jejich tvar a pocet je dan
polynomem Q (x) rozlozenym na soucin kofenovych €initeli:

Q(x) = (x —xq) * (x —x1)* * (x® + px + @) * (x* + px + @),
kde: p, q, x4 jsou realné konstanty, k a [ jsou piirozena ¢isla, k > 1,1 > 1.



v

Poznamka: U nejvy3si mocniny x je koeficient 1, kvadratické polynomy maji jako kotfeny
komplexné¢ sdruzenou dvojici hodnot (diskriminant je mens$i nez 0). Naopak linearni

polynomy maji realny koten.

Vyskyt v soudinu kofenovych ¢initela Do rozkladu na parcidlni zlomky pribude
A
(x — x1) X —x
Ay A, A
k
xX—Xx + +o 0
( 2 (c—x)bt " (x = x1)? (x — x1)k
2 ) Ax + B
x“+px+q 2+ pr+q
Aix+B Ayx + B Aix+ B
(* +px + ) 21 - 1 22 - Tt 2l : I
(x“+px+q)t (x“+px+q) (x“+px+q)

Koeficienty A,, B, uréime takzvanou metodou neuréitych koeficientt takto:

1) rovnici, kde na levé stran¢ je dana racionalni funkce a na pravé strané¢ soucet
ptislusnych parcidlnich zlomkli, vynasobime jmenovatelem raciondlni funkce
(polynomem Q(x)),

2) pravou stranu rovnice upravime,

3) porovnanim koeficienti polynomu (u stejnych mocnin X) na obou stranich rovnice

obdrzime soustavu linearnich rovnic, jejich feSenim jsou hledané koeficienty.

Priklad: Rozlozte zadanou funkci na soucet parcialnich zlomk:

Q(x) rozlozime na soucin kotenovych Cinitela:
Q) =x3—x=xx(x*-1) =x*x(x—1D=*x+1)
R(x) rozlozime na soucet parcialnich zlomk:

x+2 A B C

x3—x_x+x—1+x+1
Rovnici vynasobime spole¢nym jmenovatelem:
x+2=Ax—Dx+1)+Bx*(x+1)+Cxx(x—1)
Pravou stranu upravime (roznésobime):

x+2=Ax%>—A+ Bx®+ Bx +Cx*—Cx




Metodou porovnani koeficientd polynomu u stejnych mocnin X na levé a pravé strané rovnice
uré¢ime koeficienty parcialnich zlomki:

x2:0=A4A4+B+C

x:1=B-C

x%:2=-A

Resime tuto soustavu tii rovnic o tii neznamych A, B, C:

A=-2
B=1+C
C=0-A-B

C=0+2-1-C
2C=1
c=05
B=1+05=15
Nyni je vidét, ze rozklad funkce R(x) na parcialni zlomky lze vyjadtit takto:

x+2_—2+ 1,5 0,5
—-x x x—-1 x+1

Integrace parcidlnich zlomki

c o A
1) parcialni zlomek typu —
—A1

fesime: vzorce, substituce

2) parcialni zlomek typu F—

feSime: vzorce, substituce

Ax+B
x2+bx+c

f Ax + B p _Af 2x+ Db d+Kf 1 p
x2+bx+c x_Z x2+bx+c x x2+bx+c x

Upravime na soucet dvou integrala tak, aby prvni z nich mél v Citateli derivaci jmenovatele a

3) parcialni zlomek typu

druhy konstantu. Konstantu K ur¢ime z rovnice: Ax + B = %(Zx +b) +K.

o, Ax+B
4) parcialni zlomek typu Zrbrrol



Analogickym postupem jako u ptedchoziho parcidlniho zlomku dojdeme ke dvéma
integralim. Z nichz jeden se vypocte substituci, pro vypocet druhého integralu se vyuzivaji

tzv. rekurentni vzorce®.

! Podrobny navod je mozno najit napiiklad v knize K. Rektorys: Prehled uzité matematiky, 1995.



Urcity integral

Piedpokladejme, Ze pro funkci f(x) definovanou na uzavieném intervalu < a,b >,
kterd je spojita a ohranicena plati:
[ f(x)dx = F(x) + C.
Urd¢ity integral funkce f od a do b je poté ¢islo:
[P fG)dx = [F(0)12 = F(b) — F(a), kde:
a je tzv. dolni integra¢ni mez,

b je tzv. horni integrac¢ni mez a

ff f(x)dx ¢teme ,uréity integral od a do b funkce f(x) dx“.

V ptipadé Ze:
a = b plati vztah: [ f(x)dx = 0;

a > b, b > aplati vztah: ff f(x)dx = —fba f(x)dx.

Déle pro integrovatelné funkce na intervalu <a, b> plati:
) [PIf) +gldx = [ fF()dx + [ g(x)dx;
2) [P kf(x)dx =k [, f(x)dx, kde k € R;

3) ff flx)dx = fac f(x)dx + fcb f(x)dx, kde c € (a,b) ;
4) je-li f licha funkce, pak: [* f(x)dx = 0;
5) je-li f suda funkce, pak: [° f(x)dx = 2 * f; f(x)dx.

Priklad: Vypoctéte zadany urcity integral.
6

3

(Funkce x? je na intervalu < 3,6 > spojita, je tedy integrovatelna.)



Metoda po ¢astech v urditém integralu

Maji-li funkce u a v spojité derivace na intervalu < a, b >, pak plati:

fuvdx—[uv fuvdx

Priklad: Vypoctéte pomoci metody po ¢astech zadany urcity integral:

fxexdx— pmx o :}c :[X*ex](l)—folexdxz[X*ex](l)—[ex](l):

v=e* v=e
=1

Metoda substituce v uréitém integralu

Jsou-li spInény nésledujici predpoklady:

1) funkce g ma na intervalu < a, b > nenulovou derivaci,

2) funkce f je spojita na intervalu < a, 8 >, kde a = g(a), B = h(b),

3) funkce g zobrazuje interval < a, b > na interval < a, § >, poté plati:

[P f(g(0)) * g @dx = [F f(v)ae.

—(e—-1) =

Vyuziti substituéni metody je analogické jako u neurcitého integralu. S tim rozdilem,

ze musime stejnou substituci transformovat (pfepocitat) integracni meze. To provedeme tak,

ze puvodni meze dosadime do substitu¢ni rovnice. Pouziti ilustrujeme na piikladu.

Priklad: Metodou substituce vypoctéte zadany urcity integral:

Inx =t
1
elnx ldxzdt 1:21 1
—dx=| x ftdt —
1 x a =In(e) =1| 3 2
B =In(1) =0

Druhou moznosti vypoctu ur€itého integralu substitu¢ni metodou (i per partes) je

samostatné vyfeSeni neurcitého integralu, kdy obdrZzime vysledek v proménné x, s naslednym

vypoctem urcitého integralu s plivodnimi mezemi.



Historickou motivaci pro vznik ur¢itého integralu byl vypocet obsahu Sy, ,.kiivocarého
lichobéznika“. Nazyva se tak rovinny Utvar M, jehoz ptiklad je zachycen na obrazku ¢. 1. Je
vymezen grafem funkce y = f(x), osou x a pfimkami x = aax = b.

Y
x=a x=b

=f(x)

Obrazek 1

Jestlize  funkce f(x) je na wuzavieném intervale < a,b >  spojitd
a nezéporna (f (x) = 0), vyjadiuje urcity integral
Su = [ f)dx = [F()lL = F(b) - F(a)
Obsah S, rovinného Utvaru M, ktery je omezen kiivkou y = f(x), 0sou x a pfimkami x = a,
x =b.
Jestlize vintervalu < a,b > je f(x) <0, je uréity integral zaporny a obsah Sy

ptislu§ného rovinného Gtvaru M je roven:

Su = |f FGodx| = [} Fdx.

Piiklad: Vypoctéte obsah rovinného utvaru M vymezeného grafem funkce
y = f(x) = x* — 1 aosou x.
Nejprve nacrtneme rovinny utvar M. Jednd se o parabolu, ktera ma vrchol v bodé [0,-1] a osu

X protind v bodech x = —1 ax = 1 (viz obrazek 2).

Obrazek 2



ProtoZe na intervalu < —1,1 > je funkce y = x? — 1 spojita, ale zaporna, pouzijeme

pro vypocet Sy, vztahu s absolutni hodnotou.

S = [y = ae] =[] =4 - (-3) =

Obsah Sy, rovinného Gtvaru M, ktera je ohrani¢ena kiivkou y = x? — 1 a osou X je tedy roven

%jednotek obsahu.
Obsah plochy ohrani¢ené dvéma kiivkami y = f(x) a y = g(x), spojitymi na
intervalu < a,b >, pro které plati f(x) > g(x), a dale pfimkami x = a, x = b se vypocita

pomoci vzorce:

Su = IFG) - g(x)] dx.

Priklad: Vypoctéte obsah S), rovinného Utvaru ohrani¢eného grafy funkciy = f(x) = x?2,

y=gx)=x
Nejprve nacrtneme rovinny utvar M. Nakreslime zadané funkce a ziskdme rovinny Utvar,

jehoz obsah budeme uréovat.

Obrazek 3

Meze prislusného integralu ziskame feSenim soustavy rovnic (jako X-ovou soufadnici

prise¢ikt ptisluinych kiivek) y = x2, y = x.

x?=x
x2—x=0
xx(x—1)=0

Tedyx; =0=aax, =1=b.

Obsah S, rovinného Utvaru ohrani¢ené danymi kiivkami je poté roven:

1 2 311 .
Sy = [, (x —x*)dx = ["7 - %]O = - — % = < jednotek obsahu.
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